Barem clasa a V-a

Se acorda 10 p din oficiy
Partea 1 (60 puncte) Se acordi 7,5 p pentru fiecare raspuns corect

1. b)
2. ] a)
3 b)
4 b)
X C)
6
7
8

P \PUNCTAY  MAx/m . |
)

Partea a I1-a (30 puncte)
Problema 9

Intr-o urna sunt 7 bile pe care sunt scrise numerele 2, 5,7,9, 13, 16 s1 78. Extragem din urna,

la intamplare, 6 din cele 7 bile $1 constatdm ca suma primelor 3 este de 4 orl mai mica decat
suma ultimelor 3. Ce numir este scris pe bila rimasa in urni?

Notam by, by, ..., bs cele 7 bile.

Avem(b|+b2+b3)'4=b4+b5+b6 ...................................................................... 5p
(b1 + b2+ b3) + ( by + bs + by ) 1.07.= 2+5+749+13+16478= 1305 -5t 5p
2bik bk )by =130 0 e e e e 5p
Rezultd by este divizibil cu 5 LLoal i e i e 10p
Obtinem ca by = 5. Deci, numairul 5 este scris pe bila ramasd in urnd ..................... Sp
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Barem clasa a Vi-a

Se acordd 10 p din oficiy
Partea 1 (60 puncte) Se acordi 7,5 P pentru fiecare raspuns corect

. a)

¢)
3. b)
4. d)
s e)
6. e)
7. C)
8 C)

Partea a II-a (30 puncte)
Problema 9

Fiecare drum leagi doui orage. Asta inseamna c3 atunci cand numaram toate drumurile,
fiecare drum este numarat de doui orj ( 0 datd din fiecare capét) ............cccoooiiiir 10p

Avem in total 2009 - 5 = 10045 capete de drumuri =.....0050 s D m s e Sp

Dar daca fiecare drum este numirat de dousi ori, atunci totalul trebuie sa fie numar par, iar :
19049 este numdr impar...-........ Lo L SR R e e S e s 10p
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Barem clasa a VII-a

Se acordd 10 p din oficiu
Partea I (60 puncte) Se acordi 7,5 p pentru fiecare raspuns corect

1. d)
2. d)
3. C)
4. ¢)
S. b)
6. a)
7. e)
b a)

Partea a II-a (30 puncte)
Problema 9

Fie ABC un triunghi oarecare. Poate fi impartit acest triunghi in 16384 de triunghiuri
congruente? Justificati.

Fie M, N, P mijloacele laturilor BC, CA, respectiv AB ale triunghiului ABC ..........cooovovoo... 5p
Obtinem A APN = A BPM = A CMN = A PMN 554 G B Boaeie S sl i e o e S Sp
Prin acelagi procedeu fiecare din cele 4 triunghiuri se va imparti in cate alte 4 triunghi;xri
COMBTUCIINC L e solreeiiaiitensisainsassnessossssons sasotrabnsrsssbors sobnssiab it saebors dsh mo N S b s S S p
Se obtin 4° triunghiuri congruente &::: ;i arm g e sl T Sp

Fiecare din cele 47 triunghiuri congruente se va imparti in cate 4 triunghiuri congruente si
obtinem 4> triunghiuri congruente ;... i 5 S S I R e Sp

e -3l
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Barem clasa a VII1-a

Se acorda 10 p din oficiu
Partea I (60 puncte) Se acordi 7,5 p pentru fiecare raspuns corect

1. €)
B X d)
3. C)
4. b)
S. C)
6. d)
1 a)
8 d)

Partea a II-a (30 puncte)
Problema 9

Un cub cu muchia de 10 ¢m este vopsit in galben s1 apol impadrtit in cuburi mai mici cu muchia
de 1 cm.

a) Cate cuburi mici au trei fete colorate?

b) Céte cuburi mici au numai doua fete colorate?

¢) Cate cuburi mici nu au nicio fati colorata?

a) Cuburile mici cu trei fete colorate sunt colturile cubului mare ...........ooovoevvnen.. Sp
Un cub are 8 colturi = sunt 8 cuburi micicu 3 fete colorate ...............oovvvvvon.. Sp
b) Cuburile mici cu numai doua fete colorate se afla pe muchii, dar nu la colturi.

O muchie are 10 cuburi mici, scoatem cele 2 colturi, rimén 8 cuburi pe fiecare muchie
............................................................................................................................... Sp
Cubul are 12 muchii => 12 * 8 =96 CUDUIT «....oeueoveeeeieereeeeeeeeee e eeeeeeeeen s Sp

¢) Cuburile mici care nu au nicio fatd coloratd sunt complet in interior.................... 2p |
Elimindm stratul exterior, riméane un cub cu muchia 10 =2 =8 c¢m ..ovvvvoovveen . 3p |

8:.8::8 =312 CUbUI .. o s S e Sp




s SNTE ————

PO SV

T A T L R P Sy U TR A

e T NS T T
-q{'_;'-:\u“-uh p St

e
N
Ty o Ard

PSP SRR

s S TR IR NS

2t o I\

f-;l:."n. SN PIEST e > )
CAN R oI N A Bl B8 1505 it

Sl

LY

NG A
EREANIER

Barem clasa a IX-a Uman

Se acorda 10 p din oficiu
Partea I (60 puncte) Se acorda 7,5 p pentru fiecare rdspuns corect

1. b)
2, a)
3. d)
4. b)
¥ b)
6. C)
7. b)
8 b)

Partea a II-a (30 puncte)
Problema 9

Philippe a folosit n® (n > 2) cubulete mici identice pentru a construi un cub mare Sl a vopsit
intreaga suprafata exterioard a acestuia. Numarul de cubulete cu o singura fata vopsita este
egal cu numarul cubuletelor cu toate fetele nevopsite. Care este valoarea numarului n?

Barem:

Cubuletele cu o fatd vopsita sunt pe fetele mari, dar nu pe muchii sau colturi,

adicl 6(n=2)%c it s s i s e e e e e e 10p
Cubuletele cu toate fetele nevopsite sunt cele din interior,

adicl (-2 e R s e e s R e 10p
Avem 6(n-2)5= (n-2):. i o i e S R D S e e Sp
N>2= (N-2) £ 0 =06 =n—2 e R e s e Ol 3p
Obfinem 0= 8. L s e s T S S e R T 2p
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Barem clasa a IX-a Real

Se acordd 10 p din oficiy
Partea I (60 puncte)  Se acorda 7,5 p pentru fiecare raspuns corect

1. b)

e

2
3
4
5. b)
6
7
h!

Partea a II-a (30 puncte)
Problema 9

Se considera un poligon regulat cu noud laturi. Daci latura poligonului are lungimea de 1 cm,
sa se determine diferenta dintre lungimea celei mai lungi diagonale si lungimea celei mai
scurte diagonale a poligonului.

Solutie: Fie poligonul regulat cu 9 laturi notat ABCDEFGHLI.

Consideram diagonalele care pornesc din varful A. Cele mai lungi diagonale sunt AE si AF,
1ar cele mai scurte AC §i ARl iiins ool i Sl iaieny o s e 2p

Trebuie sa calculam diferenta dintre AE st AC. Masura unghiurilor poligonului este

=2 180°, deci ABC = =21 1800 = 1400 ok v L s e e 3p
0
M(AB) = m(BC) = +: = m(IA) === = 40° ittt st e 3p

EAB = DEA = 60° (le corespund arce egale, respectiv 120°)
In A ABC isoscel, avem CAB = BCA = 20° , dar BCA = 20° (corespunde arcului

CD =40% = BCA = CAD alterne interne = BC [l AD ....ooooveooeeoeeeeeeeeoeeoeeoeeeoeeoeei Sp
Luim punctul M € [AE] @.1.AC S AM = ACM = 700 ... S5p
= MCB '='90%='MC. L BC = MC L:AD . e s e na i stie (e Sp
Deci AD este mediatoarea lui [CM] = A CMD isoscel DCM = DMC = 140° — 90° =

50° = CDM = 80° = MDE = DEM = 60° = A DEM echilateral cu ME = 1 cm.....5p
Dar AE~ AC=AE —AM=ME= | Ol ii...cc..0n s i e s o D sl i 2p
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Barem clasa a X-a Uman

Se acorda 10 p din oficiu
Partea I (60 puncte) Se acorda 7,5 p pentru fiecare raspuns corect

1. a)
2, d)
3 d)
4 b)
S. €)
6
7
8

Partea a II-a (30 puncte)

Problema 9

a) Un bijutier are trei piese din aur de forma circulara s1 de diametre diferite. Cele trei
diametre sunt: 6 cm, 8 cm si 10 cm. Grosimea pieselor este aceea si la toate cele trei piese.
Cum poate imparti in patru parti egale in greutate cele trei piese, fara sa le topeasca sau si le
cantdreascd ( doar prin masurare si taiere)? Justificati.

b) Doru i Remus construiesc un mozaic pitrat din plici de gresie patrate identice.
Remus pune o placéd neagra in centru. Doru pune 8 plici albe in jurul ei, formand un al doilea
patrat. Remus pune 16 placi negre in jurul acestora, formand al treilea patrat. De cate placi are
nevoie Remus pentru a completa cel de-al unsprezecelea patrat? Cate placi a pus Doru daca in

total au fost 20 de patrate?

Solutie: 4
a) Se observa ca diametrele pieselor sunt dimensiunile unui triunghi dreptunghic .. SRR
Prin urmare, greutatea piesei mai mari este echivalenta cu suma greutitilor celorlalte doua

0 (T A e ol MR T L M A e S ey S S S PR 5p
Bijutierul taie fiecare piesd in jumdtate, formeaza céte o jumatate din cercul mic cu o jumatate
din cercul mijlociu, iar jumatafile cercului mare formeaza celelalte doud parti ................. Sp
b) Incepand cu al doilea patrat se formeazi o progresie aritmetica cu ratia 8 (placi) ......... Sp
Pentru cel de-al 11-lea patrat Remus are nevoiede (11 = 1) - 8 =80 placi ......ccocenn....... Sp
Doruapus8: 1+ 83+ 8«5+ .. +819=800plci ..o iai b B e Sp
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Barem clasa a X-a Real

Se acordd 10 p din oficiu
Partea I (60 puncte) Se acordd 7,5 p pentru fiecare raspuns corect

1. d)
2 ¢)
3 d)
4 b)
S. e)
6
7
8

Partea a Il-a (30 puncte)
Problema 9

Sé se arate catg 2017°€ R\ Q.

Solutie:
__ tga+tgb ik __ tga-tgb = 2tga
Avem tg (a+ b) = 1-tgatgb’ tg (a—b)= 1+tgatgb’ tg (2a) 1-(tga)?
Daca rga € Q si 1gh € Q, atunci tg(a+b) € Q, t1g(a-b) € Q1g(2a) € Q...ccceeeeveeerevneeaereanannne. Sp
Perioada tangentei este 180, deci 1g 2017° = tg (11- 180° + 37%) = 1@ 37% ..o Sp

Presupunem ci 1g37° € Q. Din 1g37° € Q 5i 1g45° € Q = 1g(45° - 37°) = 128" € Q =

Dinrg37° € Qsi1g32° € Q = 1g(37° - 32°) =1g5° € Q =
=2 4@ 280 = g 100 € Qi N R RN RS 5p
Dingl0’ € Qsitg5’ € Q = 1g(10° + 59 = 1215 € Q =

= 18215 =1g30°€ Q = 1g2:30° =1g 60° € Q = V3 € Q fals =g 20/7° € R\ Q.......5p
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Barem clasa a XI-a Uman

Se acordd 10 p din oficiu

Partea I (60 puncte) Se acordi 7,5 p pentru fiecare raspuns corect
1. a)

2. C)

3. b)

4. e)

S. d)

6. a)

i b)

8 C)

Partea a II-a (30 puncte)
Problema 9

Un sondaj realizat pe un esantion de 50 de persoane arati preferintele pentru tipuri de muzica:

Pop: 20 persoane
Rock: 15 persoane
Hip-hop: 10 persoane
Clasica: 5 persoane

a) Construiti un tabel de frecvente relative

b) Reprezentati datele printr-o diagrama circulara (procente)
¢) Interpretati rezultatele sondajului in 3-4 randuri.

Solutie:

a) Total persoane: 50

Gen muzical Persoane Frecventa relativa
Pop 20 g_ts))_ 04
15 1
::—l;op 10 %i: =
=0 = 0,2
Clasica 5 j‘% 01
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b) Pop: 40%, Rock: 30%, Hip-hop: 20%,  Clasica: 10%
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¢) Sondajul indica faptul ca muzica Pop este cea mai populara in grupul studiat, fiind
preferata de 40% din respondenti. La polul opus, muzica clasica ocupa ultimul loc,
fiind ascultata de doar 10% din respondenti. Asadar, se observa o orientare cétre
genurile moderne, ele cumuland 90% din totalul optiunilor. - ( O F o
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Barem clasa a XI-a Real

Se acorda 10 p din oficiy
Partea I (60 puncte) Se acorda 7,5 p pentru fiecare raspuns corect

1. C)
2, d)
| 3. C)
I 4. C)
S. b)
0. C)
7. a)
3 a)

Partea a Il-a (30 puncte)

Problema 9
Fie doud matrice A, B € M, (R) astfel incat (A — B)? = 0,.

a) Aratali cd det(4° — B%) = (detA — det B)2.
b) Demonstrati ca det(AB — BA) = 0 < det4 = det B.

Solutie:
a) Din (A—B)?= 0, obtinemdet (A =B ) =0 ... 2p
De asemenea, deducem ca Tr(A-B)=0,deci TrA=TrB=a ..o 4p

Notam b = detA — detB. Conform relatiei lui Cayley, avem

2 i

{22 P Zg : Z:Eg : Z S gz cdeunde . i i e s 4p
det(A2 — B?) ='det(a(A= B) = bl,): sciiciriin jn e gl iy i Gt 3p
Dar det(a(A — B) — bl;) = a*det(A—B)—abTr (A—B) + b% = b2
Rezultd det(A4% — B%) = (det A —det B)2: . % i i g e i ibn he sy 2p

b) Fie f : R — R functia definita prin

f(x) = det(A? — B? + x(AB — BA))ix € R R 3p
Functia f se poate reprezenta sub forma f(x) = det(A*> — B?) + cx + det(AB — BA) - x2,
X €:R;unde ceste o constantli reald......... . i L b s Sl e Sp
Din f(1) = f(—1) = det(A — B) - det(A + B) = 0, obtinem ¢ = 0 si
det(A%.— B2%) + det(AB. —BA) =0 ... o dir S S S gl vl s e i Sp

Atunci, conform a), (detA — det B)? = —det(AB — BA), de unde concluzia ...........oooo...... 2p




Barem clasa a X1l-a Real

Se acorda 10 p din oficiu
Partea I (60 puncte) Se acorda 7,5 p pentru fiecare raspuns corect

1. b)
2. d)
s, b)
4. b)
S. a)
6. C)
7. d)
3 b)

b)

Partea a I1-a (30 puncte)
Problema 9

Pe M = (0; o) se considerd o lege de compozitie ”+” care are urmatoarele proprietati:

1) (x*y)-(x*z)=x*(y+z),Vx,y,z€M
1) X*]l=x,VxEM.

Aratatica:a)2*4€Q

4*%@@
2022 %2022 = 2022101
Solutie:
a) Daciy=z=1=(x*1) (x*1)=x*2=x>=Xx*2, VXEM..ccoeverenc.... 4p
Daciy=z=2= (x*2) (x*2)=x*4 = (x*2)’=x+4=
XY= x4V € M e e S 4p
Decipentrux =2 =2 %4 =16 € Q .....c.cccctiiiininmniciinnnniceniiissisisssiassacssssssssssssssnass 2p
1 1\?
b) Dacéy=z=—=>(x*-) 3l BN Rt S A o Y IR R e e K e 4p
2 2
Daca =z=-1-=>(x*1)2=x*1=>(x*1)4= (x*l)2=xVx€M 4p
acay A A : : - ,V x € M.......
. 1\* 1) & 1o
Pcntrux—4obpnem(4 *Z) = 4 =>(4 *;) =2 =>4*4—\/§deoarece
4*§eM.Deci4*§eQ ...................................................................................... 2p

¢c) Avem (x * 1)2=x*2=x*=x*2,VXEM

T —————y ————— S p——
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Pentruy=1siz=2obtinem(x*1)- (x*2)=x*3,VXEM=
Wy w3 VX CM i R I LTSImO SO PP Sy 3p
Presupunem ci x* = x * k, V x € M si demonstram cd x**' =x * (k+1), VX €M
(x*1) (x*K)=x*(k+1D)=x xk=x*(k+1),VxXEM=

XK l=x»x(k+ 1), VXEM=Xx"=x*n,VNEN" . 6p
Pentru x = V2022 si n = 2022 = /2022222 = /2022 * 2022
= 2022 #2022 = 200221008 | iiiiiiireesiieresenseseessessasosonssrssssssrissasssssssenars Ip




